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Aufgabe 25.

(a) Eine endliche Gruppe G operiere stetig und frei auf einem Hausdorff-Raum X. Zeigen Sie,
dass die Gruppenoperation dann auch frei diskontinuierlich ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel für eine stetige Gruppenoperation auf einem topologischen Raum
X an, welche frei, jedoch nicht frei diskontinuierlich ist.

Aufgabe 26. Sei X ein topologischer Raum, U, V ⊆ X offen mit X = U ∪V. Weiterhin sei U ∩V
wegzusammenhängend und x0 ∈ U ∩ V. Zeigen Sie:

(a) Zu jedem Weg α ∈ Γ(X,x0) existieren Wege α1, . . . , αn ∈ Γ(X,x0) mit der Eigenschaft,
dass alle αi ganz in U oder ganz in V liegen und [α] = [α1] • . . . • [αn] ∈ π1(X,x0) gilt.

(b) Gilt π1(U, x0) = π1(V, x0) = {1}, so ist π1(X,x0) = {1}.

Hinweis zu (a): Verwenden Sie das Lemma von Lebesgue (Lemma 8.9).

Aufgabe 27. Sei n ∈ N≥2. Zeigen Sie:

(a) π1(Sn, x0) = {1} für alle x0 ∈ Sn.

(b) Die Abbildung p : Sn → Pn, x 7→ x ist eine zweiblättrige Überlagerung.
(c) π1(Pn, x0) ∼= Z2 für alle x0 ∈ Pn.

Hinweis zu (a): Verwenden Sie die stereographische Projektion.

Aufgabe 28. Bestimmen Sie die folgenden Fundamentalgruppen:

(a) π1(R̂, x0) für alle x0 ∈ R̂, wobei R̂ die Einpunktkompaktifizierung aus Aufgabe 13 ist.
(b) π1(Sn ×D2, x0) für alle n ∈ N≥1 und x0 ∈ Sn ×D2.

(c) π1(Pn × Pm, x0) für alle n,m ∈ N≥1 und x0 ∈ Pn × Pm.

https://de.wikipedia.org/wiki/Stereografische_Projektion

