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Aufgabe 101. Überprüfen Sie, ob durch die folgenden Abbildungen eine Billinearform auf dem
Vektorraum R2 definiert wird. Geben Sie in diesem Fall die Gramsche Matrix bezüglich der Basis
((1, 1)T , (1,−1)T ) an.

(a) f : R2 × R2 → R, ((x1, x2)T , (y1, y2)T ) 7→ 4x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 3x2y2.

(b) g : R2 × R2 → R, ((x1, x2)T , (y1, y2)T ) 7→ 4x1 − 2x1y2 − 2x2y1.

(c) h : R2 × R2 → R, ((x1, x2)T , (y1, y2)T ) 7→ 2x1y1 + x1y2 + x2y1 − x2y2.

Welche dieser Abbildungen definieren sogar ein Skalarprodukt?

Aufgabe 102. Sei ∆ ⊆ R2 die Menge aller Punkte, die innerhalb des Dreiecks ∆(ABC) mit den
Punkten A = (0, 0), B = (0, 1) und C = (1, 0) liegen. Berechnen Sie∫

∆

ex+y(1 + x + y)dydx.

Aufgabe 103. Es seien A ⊆ R eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen
Intervallen und

DA := {((1− t2)x, t) | x ∈ A und t ∈ [0, 1]} ⊆ R2.

(a) Skizzieren Sie DA für A = [1, 2].

(b) Zeigen Sie, dass DA messbar ist.
(c) Berechnen Sie vol(DA) in Abhängigkeit von vol(A).

Aufgabe 104. Es seien D ⊆ Rn eine messbare Menge und f, g : D → R zwei integrierbare
Funktionen mit g(x) ≤ f(x) für alle x ∈ D. Zeigen Sie, dass die Menge

M := {(x, y) ∈ Rn × R | x ∈ D, g(x) ≤ y ≤ f(x)} ⊆ Rn+1

zwischen den Graphen von f und g messbar ist mit vol(M) =
∫
D

(f(x)− g(x))dx.

Hinweis: Sie dürfen Aufgabe 29.12 aus dem Gathmann-Skript ohne Beweis verwenden.


