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Aufgabe 69. Bestimmen Sie je eine Orthonormalbasis folgender Untervektorrdume:

1 1 2

/] [of |1 .
1 0 2
1 1 1 2+
? 1 1 2i+1

(b) V:< il 2, ]o].i+2 >c<c5.

1 0 0 1
0 0 0 0

Aufgabe 70. Sei V' der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0, 27] mit Skalar-
produkt (f,g) = % OQW f(z)g(z)dzx fir f,g e V.
(a) Wir definieren die Familie B = (b, )nen durch
% falls n = 0,
by, = q cos(kx) falls n =2k — 1, mit k € N5,
sin(kz) falls n = 2k, mit k € N5.

Zeigen Sie, dass B eine Orthonormalbasis von W = (B) = <%7 cos(z), sin(z), cos(2z), sin(2z), . . >
bildet.

(b) Sei f € V mit f(z) =z — « fiir alle z € [0, 27] und sei fiir n € N5
U, = %,cos(x),sin(x),cos(2x),sin(2x), e ,cos(nx),sin(nm)> . Bestimmen Sie die or-
thogonale Projektion von f auf U,.

Hinweis: Die Additionstheoreme aus Satz 9.13 c¢) konnten sich bei der Berechnung einiger Integrale
als niitzlich erweisen.

Aufgabe 71. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dem Standard Skalarprodukt
(—,—) und f:V — V ein Endomorphismus mit (f(z),z) = 0 fir alle x € V. Zeigen Sie:

(a) Ist K=C, soist f die Nullabbildung.
(b) Ist K =R, so ist f nicht notwendigerweise die Nullabbildung.



Aufgabe 72. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) und U ein
endlich erzeugter Untervektorraum von V. Im Folgenden bezeichne ||-|| die durch das Skalarprodukt
induzierte Norm und 7 : V. — U die orthogonale Projektion von V auf U. Wir definieren den
Abstand von x zu U als
d(z,U) :=inf ({[lx —y[ [y € U}).

Zeigen Sie:

(a) Fiir den Abstand von z zu U gilt:

d(z,U) = [z = m(2)]-
(b) Ist a € V\{0} ein beliebiger Vektor und U := {y € V| (a,y) = 0}, so gilt:

(@, z)|

4w U) = "ar




