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Keine Abgabe

Aufgabe 51.

(a) Bestimmen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen iiber R:

1 -1 2 -3 4 2 1 1 2 44 55

2 1 3 5 3 4 66 77

A= 2Pl 12 9T loo s o6

1 2 4 0 00 7 8

(b) Zeigen Sie fiir alle n € N5 und ay, ..., a, € R\{0} gilt:
0 1 1 1
1 aq 0 0
: N -1
det|1 0 a - 0O _—<H1az><;a>

1 0 O an,

Losung.

(a) Fur A ergibt sich durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

3 5 ~1 2
det(A)l-det(S _7)+1.det<3 5)2140+(5)672.

Fiir B ergibt sich durch Anwendung des Gaufalgorithmus zunéchst:

-3 4 2 1 0 10 14 1 00 4 -19
2 1 3 5| Snizi% |0 -3 =5 5| ST |00 -2 11
0 1 1 2 0 1 1 2 01 1 2
1 2 4 0 1 2 4 0 1 2 4 0

0 3
2724+7Z1—7Z1
=

_— o O O
N = OO
|
[N}
[
—

Jetzt haben wir eine Matrix mit einer diagonalen Gestalt, womit wir durch Entwickeln
nach der letzten Spalte

det(B) =3 (~2) = -6

erhalten.
Bei Matrix C' erkennen wir die Blockgestalt und kénnen Aufgabe 18.24 aus dem Skript
benutzen:

det(C) = det (é i) - det (‘;’ g) —(=2).(=2) = 4.



(b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass das Addieren der Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen die Determinante nicht &ndert. Damit gilt

o 1 1 - 1 ->+ 0 0 ... 0
PRI 1:1
1 a7 O 0 1 g 0 - 0
det|1 0 a9 | =det 1 0 a
: : . 0 . . .
: : oo 0
1 0 --- 0 ap 1 0 - 0 a,

Schliefilich wissen wir auch aus der Vorlesung, dass die Determinante einer Dreiecksmatrix
das Produkt ihrer Diagonaleintrage ist, also

->+ 0 0 ... 0
i=1
1 251 0 0 n n 1
det 1 0 ay . =—<Hai>'< ai>-
_ i=1 i=1
: o 0



Aufgabe 52. Gegeben sei die lineare Abbildung f : R? — R* mit

T+ 22+ x3

T T3
€T =
f 2 xr1 + T2
Zs3
Ty — X3

Ferner bezeichnen F; und F5 die kanonischen Basen von R® bzw. R*.

Seien
N AWAYANE
B1 = 0 5 1 5 1 und B2 = 5 5 5
1 1 1 0 0 1 -1
0 0 0 1
ebenfalls Basen von R? bzw. R*. g : R? — R* sei eine weitere lineare Abbildung mit
1 0 0
3 0 2
B1,B2 __
A |5 -1 0
0 1 3

(a) Bestimmen Sie A?l’EZ,
(b) Geben Sie die Basiswechselmatrizen AP1F1 und AP>F2 an.
(¢) Bestimmen Sie A?“B? und A?LBQ'

(d) Bestimmen Sie AZF2.
Losung.

(a) Um die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Standardbasen zu berechnen benotigt
man die Bilder der kanonische Basisvektoren:

1 (1) 0 (1) 0 }

rlo) =121, r(x)=[°]. 7 (o] -
X 1 . 1 X 0
1 0 1

Danach schreibt man diese einfach als die Spalten der Matrix A?I’EQ :

1
ELE, |0
Af P = 1
1

O = O =
O = =

-1

(b) Die Basiswechselmatrizen von By nach Ep, bzw. von Bs nach Fs ergeben sich wie eben
durch das Schreiben der Vektoren als Spalten der Matrix:

1 0 1 111 0

AB1LEr — 0 1 1 AB2:E2 — 0 1.1 0
1) 001 -1

0 0 0 1

(¢) Um die gesuchten Darstellungsmatrizen zu berechnen, betrachten wir zunéichst das fol-
gende kommutative Diagramm:

B1,B2
3 7 4
Ry, Rp,
AB1 Eli lABmEz
3 4
REI Eq,Eo REz

Hierbei bezeichnet R3El das R3 mit der kanonischen Basis etc. Aus dem kommutativen
Diagramm kdénnen wir sofort herauslesen, dass

A?17BZ _ (ABQ,EQ)—lA‘?17E2AB1,E1 und A?17BQ _ (ABQ,E2)—1A?1,E2

gilt.
Da wir alle Matrizen aufer (AP2£2)~! haben, muss nur diese berechnet werden.



111 0|1 0 0O 1 0 001 -1 0 O
0011 0[0 100 A 0011 010 100
0 01 —-1/]0 0 1 O 0 01 00 0 1 1
000 1]0 0 01 0 0 0 1/0 0 O 1
1 00 0|1 -1 O 0
7ZS+_Z2>HZ2 010 0j]0 1 -1 -1
0 01 010 O 1 1
0 0 0 110 O 0 1
Somit ist

1 -1 0 0

By, Es —1 . E2,By _ 0 1 —1 —1

(APB) T =AmB = g

0 O 0 1

Alternativ hétte man auch die kanonischen Basisvektoren in der Basis By ausdriicken kon-
nen und dann die Koordinaten als Spalten einer Matrix schreiben kénnen (vgl. Tutorium)

und dasselbe Ergebnis wére herausgekommen. Hiermit ergibt sich:

und

B1,By __
Af =

1 -1 0 0 1

BB, |0 1 -1 -1 0
Af 10 o0 1 1 1
0 0 1 1

1 -1 0 0 1 1 1

o 1 -1 -1 0 0 1

0 O 1 1 11 0

0 0 0 1 1 0 -1

1 1
0 1
1 0
0 —1
1
0
-1

1 1 0

-2 -1 o2

2 1 41

1 0 -1
11 2
o (L4
L1 3 0 2
2 —1 0

(d) Aus dem kommutativen Diagramm von eben sehen wir:

-1
AgEl,E2 — AB2»E2A‘{]31>B2 (ABlaEl) ,

womit nur (AB1F1)~1 berechnet werden muss. Hierzu stellen wir die kanonischen Basis-

vektoren durch die Basis By dar:

0 1 1 0 1
er=— 1)+ (1),ee=(0 | +2|1|—-1(1],
1 1 -1 1 1
Somit ist
0 1
(ABvENT = [ 21 2
1 -1
Wie oben ergibt sich dann:
3 5 —6
3 4 -5
Ei,BEy _
A T l-1 4 -6
2 -1 2

1 0 1
€3 = — 0 |11 +11
-1 1
-1
-1
1



Aufgabe 53. Sei K ein Koérper und m,n,p,r € N. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle A € Mat(m x n, K) und B € Mat(n x p, K) gilt
rk(A) 4+ rk(B) — n < rk(AB) < min(rk(A), rk(B)).
(b) Ist A € Mat(m x n, K) eine Matrix von Rang r < min(m,n), dann gibt es Matrizen
B € Mat(m x r, K) und C' € Mat(r x n, K), sodass A = BC.
Hinweis zu (a): Verwenden Sie Aufgabe 49.

Losung.

(a) Wir identifizieren die Matrizen mit entsprechenden linearen Abbildungen. Seien U, V, W
Vektorrdume mit dim(U) = p,dim(V) = n und dim(W') = m. Weiterhin sei f : U — V die
zu B gehorige lineare Abbildung und g : V' — W die zu A gehorende lineare Abbildung.
Dann ist rk(A) = dim(Im(g)) und rk(B) = dim(Im(f)).

Wir wissen aus Aufgabe 49, dass gilt:
dim(Ker(g o f)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(g) N Im(f))
Nun ist dim(Ker(g o f)) = dim(U) — dim(Im(g o f)), womit
dim(U) — dim(Im(g o f)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(g) N Im(f))

= dim(U) — dim(Im(f)) + dim(Ker(g) N Im(f))

< dim(U) — dim(Im(f)) + dim(Ker(g))

= dim(U) — dim(Im(f)) + dim(V') — dim(Im(g))

Umstellen ergibt:

rk(A) + rk(B) — n = dim(Im(f)) + dim(Im(g)) — dim(V)
< dim(Im(g o f)) = rk(AB).

Nun zeigen wir den zweiten Teil der Abschétzung. zunéchst ist klar, dass Im(go f) < Im(g),

wodurch rk(AB) < rk(A) gilt. Mit der Formel aus Aufgabe 49 gilt weiterhin:

dim(U) — dim(Im(g o f)) > dim(Ker(f)
<— dim(Im(f)) = dim(U) — dim(Ker(f) > dim(Im(g o f)),
da dim(Ker(g) N Im f) > 0. Hieraus folgt sofort rk(AB) < rk(B) = dim(Im(f)). Kombi-
nieren beider Abschétzungen ergibt:
rk(AB) < min(rk(A), rk(B)),

womit die Behauptung gezeigt ist.

(b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass es Matrizen U € Mat(m x m, K) und V' € Mat(n x

n, K) gibt, so dass
E. |0
A_U< z O)v.

Das konnen wir schreiben als

A:U(E")(ET 0 )V
0 N ,
N—n — C/

B/
wobei B’ € Mat(m x r, K),C" € Mat(r x n, K). Definieren wir B =UB’ und C = C'V
so erhalten wir das Gewlinschte.



Aufgabe 54.

(a) Bestimmen Sie Basen von Bild und Kern folgender Matrizen iiber R:

2 1 -1 110 10
1 -2 0 01 100
A= o 0 0|’ B= 1 1.0 01
1 2 -1 01 100
(b) Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden reellen Gleichungssysteme, ggf. in Ab-

héngigkeit vom Parameter ¢t € R:

(1);:2),28 9 4 2| 12t

o2 12 724
234510 1 10 6| 7t+8
345 6|0

Losung.

(a) Wir beginnen mit der Matrix A. Wir bringen diese in reduzierte Zeilenstufen Form (s.
Definition 17.5). Nach Algorithmus 17.17 kénnen wir dann Erzeuger von Kern und Bild
ablesen. Hierbei entsprechen die Erzeuger vom Kern genau den Spalten in der transfor-
mierten Matrix, in denen eine —1 eingefiigt wurde, und die Erzeuger vom Bild entspre-
chen den {ibrigen Spalten in der Ausgangsmatrix.

2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1

1 =2 0 “hniisiilo -5 1 zo+z4—2z2 [0 =2 0

0 0 0 — 0 0 0 - 0 0 0

1 2 -1 0 3 -1 0 3 -1
—Llzo,29 2 1 -1 Lz1-2z2+2z3)> 21 100
32227Z4~>Z4 0 1 0 2 So%cn 0 1 0
0 0 O 0 0 1
0 0 1 0 0 0

Die Matrix A ist nun in reduzierter Zeilenstufen Form und es kann keine —1 eingefiigt
werden. Damit ergibt sich:

0 2 1 -1

1 —2 0

Ker(A) = 0 und Im(A) = ol'l ol |o
0 1 2 -1

Nun fiithren wir dasselbe Verfahren mit der Matrix B durch:

1101 0 110 1 0
0 1 10 0f “Ziziz (0 1 1 0 0
110 0 1 0 00 -1 1
01 100 0 00 0 O
10 -1 0 1 10 -1 0 1
Tizmiz |01 10 0f —z3423 {0 1 1 0 0
00 0 -11 00 0 1 -1
00 0 0 O 00 0 0 O
Einfiigen der —1 und einer 0 Zeile ergibt:
10 -1 0 1
01 1 0 O
00 -1 0 O
00 0 1 -1
00 0 0 -1
Damit ist
-1 ! 1 1 1
1 0 0 1 0
Ker(B) :< -1(,]10 > und Im(B) :< ol o >
0 -1 0 1 0

0 -1



(b) Wir fangen mit dem ersten Gleichungssystem an fiihren es auf reduzierte Zeilenstufenum-

formungen:
01 2 3|0 0 1 2 310
1 23 4/0 SEiZA |12 3 4]0
2 3 4 5|0 0 -1 -2 -3]|0
345 6|0 0 -2 -4 —6|0
1 2 3 410 1 2 3 4]0
Sortieren | 0123 |0 szarzszs |01 2 30
0 -2 -4 —6|0 0 0 0 0|0
0 -1 -2 =-3]|0 0 00 0|0
1 0 -1 =210
—222421-71 01 2 310
00 0 010
00 0 010
An dieser Stelle kann man ablesen, dass fiir die Losungsmenge gilt:
-1 -2
2 3
0 -1
Das zweite Gleichungssystem hat einen Parameter, dennoch kann man dasselbe Verfahren
benutzen:
2 4 2 12t 273421521 0 —-16 —-10| —2t—16
2 12 7| 12t+7 eEEEs L0 -8 —5 | —2t—9
1 10 6| 7t+8 1 10 6 T+ 8
_ 1 10 6 7+ 8 — 72572 1 10 6| 7t+8
Sofigen | g 8 —5 | —2t—9 ez L g8 5 (2649
0 —-16 —10| —2t—16 0 0 0]2t+2
An dieser Stelle sieht man bereits, dass nur fiir ¢ = —1 Losungen existieren kénnen.
Deswegen setzen wir jetzt iiberall t = —1 :
1 10 6]1 SRz g =2 | =62
0 8 5|7 iy 01 5%
0 0 010 0 0 O 0

Fiir lineare Gleichungssysteme wissen wir, dass sich die Losung ein affiner Untervektor-
raum ist (s. Definition 14.15 und Satz 17.1). Da die Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
ist, konnen wir die Losungsmenge im Fall t = —1 einfach ablesen (s. Algorithmus 17.8).

—62 =2 =62 —9
(1) (-4
0 -1 0 -8

Fiir den Fall t # —1 erhalten wir:



