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Aufgabe 47.

(a) Bestimmen Sie alle möglichen Produkte der folgenden Matrizen über Q:

A =

1 −1 2
0 3 5
1 8 −7

 , B =

−1 0 1 0
0 1 0 −1
1 0 −1 0

 , C =


1
0
8
−7

 , D =
(
−1 2 0 8

)
, E =

1 4
0 5
6 8



(b) Bestimmen Sie alle Potenzen von A =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 ∈ Q3×3.

Aufgabe 48. Sei V = R4.

(a) Zeigen Sie, dass B = (e1 − e2, e2 − e3, e3 − e4, e4) eine Basis von V ist.
(b) Ergänzen Sie die linear unabhängige Familie (e1, e2) mit Hilfe von Satz 15.13 angewandt

auf B zu einer Basis von V.

(c) Sei W = V/U mit U = 〈e1 +2e2, e4 +2e3〉. Bestimmen Sie dim(W ) und untersuchen Sie,
ob B = (e2 + e3, e1 + e4) eine Basis von W bildet.

Aufgabe 49. Sei K ein Körper und seien U, V,W endlich-erzeugte K-Vektorräume, sowie f : U →
V und g : V →W lineare Abbildungen.

(a) Sei Z ≤ V ein beliebiger Untervektorraum von V . Zeigen Sie

dim(f−1(Z)) = dim(Ker(f)) + dim(Z ∩ Im(f)).

(b) Zeigen Sie, dass

dim(Ker(g ◦ f)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(g) ∩ Im(f)).

Aufgabe 50. Sei K ein Körper, V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U ≤ V ein Unter-
vektorraum. Ferner seien B = (x1, . . . , xk) und C = (x1, . . . , xn) Basen von U bzw. V, sodass
B′ = (xk+1, . . . , xn) eine Basis von V/U ist. Wir betrachten f : V → V mit f(U) ⊂ U . Wir defi-
nieren die lineare Abbildung g : U → U, x 7→ f(x) und die Abbildung h : V/U → V/U, x 7→ f(x).
Nach Aufgabe 46 (b) ist h eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung f bezüglich
Start-und Zielbasis C dann die Blockform

AC,C
f =

(
AB,B

g ∗
0 AB′,B′

h

)
hat, wobei "∗" und "0" für Blöcke der Größe k × (n − k) bzw. (n − k) × k stehen, in denen alle
Einträge beliebig bzw. 0 sind.


