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Aufgabe 1.

(a) Sei p ∈ P eine ungerade Primzahl, k ∈ Z>0 und a ∈ Z eine Primitivwurzel modulo pk.
Zeigen Sie:

(i) Ist a ungerade, so ist a eine Primitivwurzel modulo 2 · pk.
(ii) Ist a gerade, so ist a+ pk eine Primitivwurzel modulo 2 · pk.

(b) Bestimmen Sie eine Primitivwurzel modulo n = 98.

Aufgabe 2. Sei p ∈ P eine ungerade Primzahl und a ∈ Z eine Primitivwurzel modulo p. Zeigen
Sie:

(a) a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

(b) Genau dann ist −a ebenfalls eine Primitivwurzel modulo p, wenn p ≡ 1 (mod 4) gilt.

Aufgabe 3. Sei p ∈ P eine Primzahl, k ∈ Z>0 und a = pm · b ∈ Z mit ggt(b, p) = 1. Zeigen Sie:

(a) Ist m ≥ k, so hat die Gleichung x2 ≡ a (mod pk) eine Lösung in Z.

(b) Ist 0 ≤ m < k, so sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

(i) x2 ≡ a (mod pk) hat eine Lösung in Z.

(ii) m ist gerade und die Gleichung y2 ≡ b (mod pk−m) ist in Z lösbar.

Aufgabe 4. Sei a ∈ Z. Zeigen Sie:

(a) a ist genau dann quadratischer Rest modulo 2, wenn a ungerade ist.

(b) a ist genau dann ein quadratischer Rest modulo 4 wenn a ≡ 1 (mod 4).

(c) Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

(i) a ist ein quadratischer Rest modulo 2k für alle k ≥ 3.

(ii) a ist ein quadratischer Rest modulo 8.

(iii) a ≡ 1 (mod 8).
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