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Alle nicht offensichtlichen Rechen-/Beweisschritte sind zu begriinden. Resultate und Aussa-
gen aus Vorlesung und Ubungen diirfen benutzt werden, miissen dazu aber konkret benannt
(z.B. ,nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen®) oder formuliert werden.

Aufgabe 1 (6 Punkte). Bestimmen Sie alle Losungen des Kongruenzgleichungssystems (Losun-
gen und Zwischenergebnisse durch Ausprobieren werden nicht akzeptiert):

x = 5 (mod 6)
x = —3 (mod7)
x = 2 (mod 11)

Aufgabe 2 (3+4 Punkte). Wir definieren fiir zwei natiirliche Zahlen a,b € N:
a ~b:& es exisieren 7, s € Nyg mit a” = b°.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf N definiert und berechnen Sie die Aquivalenzklasse
von 144.

Aufgabe 3 (547 Punkte). Sei G eine Gruppe und A eine nichtleere Teilmenge von G. Wir
definieren

Ng(A)={geG|gAg~' = A}

(a) Zeigen Sie, dass Ng(A) eine Gruppe ist.
(b) Bestimmen Sie Ng, (((123))).

Aufgabe 4 (5+3 Punkte). Sei R =Z[v—7]:={a+by—-T7]a,b e Z}.

(a) Zeigen Sie, dass 2 in R irreduzibel ist.

(b) Beweisen Sie, dass R kein faktorieller Ring ist. (Sie diirfen verwenden, dass 1 + v/—7 und
1 —+/=7 in R irreduzibel sind.)

Aufgabe 5 (4+5 Punkte). Sei G eine Gruppe, und seien H und K Untergruppen von G. Zeigen
Sie:

(a) G = HU K genau dann, wenn G = H oder G = K gilt.

(b) Sind die Untergruppen H und K konjugiert (d.h. es gibt ein g € G mit H = gKg~ 1), so
ist G =HK :={hk | h € H,k € K} genau dann, wenn G = H gilt.
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Aufgabe 6 (6+7 Punkte). Sei I < R ein Ideal eines kommutativen Rings R (mit Eins), X eine
Unbestimmte und

I(X) = {ZaiXi |n €N;a; €I fiir0<i< n} C R[X].
=0

(a) Konstruieren Sie einen Isomorphismus (R/I)[X] = R[X]/I(X) und zeigen Sie, dass es sich
um einen Isomorphismus handelt.

(b) Sei M < R ein mazimales Ideal, das heift, fiir alle Ideale I < R folgt aus M C I, dass
I = M ist. Betrachten Sie die Menge 9 aller Ideale von R[X], die M (X)) enthalten:

M= {J < R[X] | M(X) C J}.

Bestimmen Sie die Ideale in 91 eindeutig.
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