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Aufgabe 1. Sei p € N eine Primzahl. Wir betrachten das durch die erweiterte Matrix
1 2 2 =2] 1
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gegebene lineare Gleichungssystem iiber F,. Fiir welche Primzahlen p ist dieses lineare Glei-
chungssystem 1osbar? Bestimmen Sie in diesen Fiéllen die Losungsmenge.

Aufgabe 2. Sei K ein Korper, V. C K™ ein K-Untervektorraum von K™ mit Basis B =

(V1. ..,Um) (wobei v; = (vi1,...,vin)T sei). Wir identifizieren B nun mit der m x n-Matrix
V11 e Vin
My:=| + . | =(vijh<icmi<i<n
Unmi - Umn

(d.h. wir schreiben die Vektoren v; in Zeilenschreibweise untereinander).

(a) Sei My = (wij)i<i<m,1<j<n eine Matrix, die aus My durch eine elementare Zeilenum-
formung entstanden ist. Zeigen Sie, dass (wry, ..., wy) (mit w; = (w1, ..., wiy)7, also das
Transponierte der i-ten Zeile von W) eine Basis von V' ist. Mit anderen Worten: Elementare
Zeilenumformungen fithren Basen (von V') in Basen (von V) iiber.

(b) Zeigen Sie, dass My mittels elementarer Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen
in eine Matrix M{, der Form

( Bm | (vijhi<icmm+1<i<n )

iiberfithrt werden kann.
Hinweis: Sie konnen natirlich das Verfahren aus Satz 3.6 anwenden um My in eine Matrix

der Form
( Er | (Whicigrrtigicn >
O(W—T)XT ‘ O(m—T)X(n—r)

zu bringen. Sie missen also noch zeigen, dass r = m gelten muss (d.h. dass die while-
Schleife im Algorithmus im Beweis von Satz 3.6 m-mal durchlaufen wird).

(c) Nehmen Sie an, dass My ohne Spaltenvertauschungen in eine Matrix Vj, wie in Teil (b)
umgeformt werden kann. Zeigen Sie, dass V' der Losungsraums des Gleichungssystem (A|0)
mit

A= ( (aijh<icmici<n—m | En-m )
und a;j = —Vj(m44) st

Hinweis: Es ist hilfreich zundchst die Losungsmenge von (A|0) mit
A= ( Enm | (aij)1<icmi<i<n—m )

mit Satz 3.6 zu bestimmen.
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Aufgabe 3. Bestimmen Sie fiir den Untervektorraum U ::<(

W www
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Aufgabe 4. Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und Vi, Vo C V' zwei
K-Untervektorrdume von V. Beweisen Sie folgende Dimensionsformel:

2
) : (g) >€ R* ein Gleichungs-
0

=W N =

system (A[0) mit Liq0) = U.

dim(V1 + VQ) = dim(VI) + dlm(VQ) — dlm(Vl N Vg).

Hinweis: Gehen Sie wie folgt vor: Wihlen Sie eine Basis B = (b1,...,b,) von Vi NV (warum
exisitiert eine solche Basis?). Erginzen Sie B zu einer Basis By von Vi und zu einer Basis Bo
von Vo (warum ist das moglich?). Zeigen Sie nun, dass BiUBy :={b eV | (b€ B1)A (b€ Bs)}
eine Basis von Vi + Va ist. Leiten Sie daraus die Dimensionsformel ab.

Die folgende Aufgabe ist eine freiwillige Bonusaufgabe (zum Sammeln von Zusatzpunkten fir die
Klausurzulassung). Die Bonusaufgabe muss auf einem separaten Blatt (das mit Ihrem Namen und
dem Namen Ihres Ubungsleiters versehen ist) gelost werden. Dieses Blatt muss in den Briefkasten
von Hendrik Rombach eingeworfen werden (auch wenn Sie nicht die Ubungsgruppe von Hendrik
Rombach besuchen,).

Aufgabe 5. (Bonusaufgabe) Bestimmen Sie die Losungsmenge L4y C RS des durch die erwei-
terte Matrix
1 0 -2 -1 1 0| 1
_ 0o 2 8 2 —4 2|-4 4x(6+1)
M =1 4 3 4 1 2 -3 2 |€F
11 2 1 0 0| 1

gegebenen linearen Gleichungssystems.
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