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Alle nicht offensichtlichen Rechen-/Beweisschritte sind zu begriinden. Resultate und Aussa-
gen aus Vorlesung und Ubungen diirfen benutzt werden, miissen dazu aber konkret benannt
(z.B. ,nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen®) oder formuliert werden.

Aufgabe 1 (445+5 Punkte).

(a) Betrachten Sie die Permutationen
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 cs
2 45 3 1 425 31 o
Berechnen Sie fiir die Permuation o o7 die disjunkte Zykelzerlegung sowie das Signum und

die Ordnung.

(b) Sei o €S, (mit n € N5¢ ) gegeben. Zeigen Sie, dass die Menge
Uy,:={r€8S,|coT=700}C S,
eine Untergruppe von .S, ist.

am) € Sy, ein

(c) Berechnen Sie die Ordnung der Untergruppe Uj) < S5. Hinweis: Se1 (a1 .
= (m ( ) - (am))-

Zykel und w € S,,. Sie diirfen verwenden, dass gilt 7o (a;...am)om

Aufgabe 2 (6+3 Punkte). Gegeben seien die drei Polynome in Zs[z]:

f=@-1D(x-2)(x-3), fi=a'+1, fo=a%+2"+22+3
(a) Bestimmen Sie alle groften gemeinsamen Teiler von fi und fs.

(b) Liegt f in dem von f; und fy erzeugten Ideal (f, f2)?

Aufgabe 3 (6 Punkte). Untersuchen Sie, ob die folgenden Relationen Aquivalenzrelationen sind.

(a) Fir x,y € Z sei x ~1 y genau dann, wenn x + y € 27Z.
(b) Fiir z,y € N sei 2 ~9 y genau dann, wenn es a,b € Nug mit y = az? gibt.

Aufgabe 4 (8 Punkte). Bestimmen Sie alle Elemente des Faktorringes Zsa[z]/I nach dem Ideal
I = (2% +1). Geben Sie dazu fiir jedes Element einen eindeutigen Reprisentanten in Zs[z] an.
Welche dieser Elemente sind Einheiten bzw. Nullteiler?
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Aufgabe 5 (5+4 Punkte). Es sei K ein Korper. Betrachten Sie die Ideale
I, :=(t"), neN,

im Potenzreihenring K[t].

(a) Zeigen Sie, dass es neben den I,, und dem Nullideal keine weiteren Ideale in K[t] gibt.

(b) Bestimmen Sie fiir K = Z,, alle Zahlen n € N, so dass fiir alle a € I,, auch die (formale)
Ableitung o’ in I, liegt.

Aufgabe 6 (5+3+4 Punkte). Sei G eine Gruppe. Man nennt
la,b] := aba'b!

den Kommutator von a,b € G. Zeigen Sie:

(a) Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe
[G.G] == ({[a,}] | a,b € G})
ist ein Normalteiler von G.
(b) Fiir jeden Normalteiler N < G gilt [G,G] C N genau dann, wenn G/N abelsch ist.

(c) Bezeichne n: G — G/[G,G], g — g, den Restklassenhomomorphismus und sei ¢: G —
H ein Gruppenhomomorphismus von G in eine abelsche Gruppe H. Dann gibt es einen
Gruppenhomomorphismus ¢: G/[G,G] — H mit ¢ =g om.
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